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Résumé

Soit X = fX¢;t 2 R*g un processus markovien de sauts, irréduc-
tible, dé..ni sur un espace d’états E ..ni. Soit P = fAg;® = 1;Ng
une partition de E. Le processus Y agrégé associé est dé..ni par : €
=® , Xt 2 Ag. Nous résumons ici certaines propriétés du processus
agrégé : temps de séjour et temps de séjours successifs, loi du processus
agrégé X, identi..abilité de X a partir de X, c’est a dire que peut-on
apprendre dur X a partir de X ? On examine ensuite le cas ou X
est une chaine de Markov. Ce travail présente, généralise et simpli..e
les résultats de Fredkin et altri ([?],[?]), Ball et altri [?], Rubino et
Sericola [?] et Csenki [?].

Mots clefs : Processus markovien de sauts; chaine de Markov;
agrégation d’états ; temps de séjour ; identi..abilité paramétrique.
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Soit X = (X;t _ 0) un processus de Markov indexé par R*, a valeurs

dans un espace d’états ..ni E = f1;2;¢¢¢;ng (on parle aussi de processus
markovien de sauts, et on notera p.m.s.). On supposera le processus homo-
géne dans le temps et on notera Q la matrice n £ n générateur in..nitésimal
de X (pour les résultats généraux sur les p.m.s., on consultera [?], §8). On
supposera toujours le processus X irréductible (c.a.d. Q est une matrice ir-
réductible). Puisque E est ..ni, X est ergodique, admettant une unique loi
invariante ¥ véri..ant %Q = 0. Si P = fAg;® = 1; Ng est une partition de

E, le processus agrégé X associé est dé..nit par :

X =@ , X 2 Agg



On s’intéressera ici aux propriétés du processus X. La majeure partie des
résultats présentés ici sont issus de [?], [?], [?], [?] et [?].

1 Temps de séjour dans un sous ensemble A

Soit E = A [ B une partition de E en deux parties. A cette partition, on
associe la décomposition suivante de Q :

A
Qaa Qae
Qsa Qes

ou, si on note ng le cardinal de F, Q¢ est un bloc de dimension ng £ ng
canoniquement associé a F £ G. En t = 0, on suppose que Xq 2 A, et ceci
avec les probabilitésl_f/;tA = (%a(i);1 2 A), vecteur ligne nay £ 1 (on notera
Xo » Yip, etona:  oa%a(i) =1). Si F (0 E, 1 est le vecteur colonne
constitué de ng fois la valeur 1. On note :

2 Tp le (premier) temps de séjour en A

Q:

Ta =infft > 0; X; 2 Bg

2soiti2 Aetj 2B : ladensité conditionnelle a X, = ig; f;;j(t); de Tp
en t pour une entrée en B par j,
Z t
P(TA t; XTA :j J Xo = |) = o fi;j (U)du

2 f(t) la densité de Ta si Xo » Y%a (bien que cela n’apparaisse pas, f
dépend de %4),
f =t %Af lB

On a le résultat suivant,

Proposition 1 Loi du temps de s€jour dans A
5 .

fij (1) = eQrAQap i et (1) = %ae®*'Qapls

Démonstration :
Soit X” le p.m.s. absorbant associée a X; ayant pour états absorbants chaque
état de B : des que I'entrée en B se fait par j, la chaine reste en j. X" a pour
générateur in..nitésimal et pour transitionent :
A ! A i !
Q" = QSA QSB  PE(b) = eQt = PAS(t) PA||3 (1)



avec P;,(t) = eRaat, Pour i 2 A et j 2 B, de..nissons
Fij(t) =PfTa tetentrée dans B par j j Xo = ig
D’apres la dé..nition de X7,
Fij(t) = PTX{ = j Xg = ig = (Pag(1))ij
Puisque P“ est liée a Q° par la relation P ™(t) = P°(t)Q", on obtient

PXOB (t) = Paa(t)Qas = eQAAtQAB

ce qui est le résultat annonce puisque fj;(t) = Fin )

On remarquera que dans la formule donnant f(t), on peut remplacer
Qasle par jQaala puisque, en exet, chaque ligne de Q est de somme O.
On notera encore f;; pour fj;.

2 Temps de sejours successifs

Plus généralement, soit P la partition E = A; [ A, [¢¢¢ [ Ay de E en
N sous ensembles, ou agrégats. On notera Ag un tel agrégat, les indices ® ,
repérerant les d’agrégats. Dans le contexte du paragraphe précédent, N = 2,
A=A etB=A, =A"

On suppose que X, 2 Ag, suivant la loi %g,. Supposons que les agrégats
successivement visités sont ®g; ®1; ®,;¢¢¢; ®,, avec des temps de séjours suc-
sessifs Tg, ~ Tag, K =0;r. Notons feg, e, e, (to; t1; 006 1) la densité jointe
sur (R™)™1 des temps de séjours successifs pour la suite d’agrégats visités
d’indices (®g; ®4;¢0¢;®,)

Pl/“®0 (T®o EO: XT®(22 A®1: T®1 tl: XT®1 2 A®2| tee ; T®r tl’)
to t

= ¢ee rf®o;®l;¢¢¢;®r(uo;u1;¢¢¢;ur)duodu1¢¢¢dur
0 0

On a le résultat suivant,
Proposition 2 Loi des temps de séjours successifs

Tooen e, (to; 113 00 1) = Yig €2®0%0 Qg g, 6°°1°1% £4¢ Qg , 16,62 " (i Qgrer Lo, )

Démonstration :
D’aprés la proposition précédente, Yg,e2®0®% Qg e, €st le ng, vecteur des pro-
babilités d’entrée en Ag, pour une durée de séjour en Ag, de to. Le résultat
annoncé s’obtient alors directement par récurrence sur r en appliquant la
propriété de Markov forte a I'instant Ta,, .
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3 La chaine de Markov des états d’entrée en
A

3.1 Chaine Zp des états d’entrée dans les dicérents
agrégats

Relativement a la partition P de E, on peut dé..nir le processus a temps
discret Zp des états d’entrée de X dans les agrégats. C’est une chaine de
Markov dont la matrice de transition Pp sur E s’obtient ainsi : si 1 2 Ag et
Jj 2 A-;® & ; alors, par marginalisation par rapport au temps de séjour en
Ag, la transition de i vers j vaut :

Z .1
Pe(i;j) = , e?**'Qqe-dt];; = [i QdsQae ij (cf également[?], propositions.21)

Relativement a la partition, les matrices blocs de Pp sont : Pp(®;®) =0
pour tout ®, et pour ® &, Pp(®; ) = j QiiQe .

Ce résultat est une conséquence directe du résultat préliminaire suivant :
soit A un sous ensemble de E, A & E. Alors (cf [?], lemme 2.2.1.; [?],
propositions 9.13 et 9.14) :

Lemma 3 (1) La classe A est transiente pour le p.m.s. X" (de la proposition
1) si et seulement si Qana est inversible.
(2) Si X est irréductible, Qaa est inversible et ses valeurs propres sont a
partie réelle strictement négatives. De plus, pour tout k 2 N°
Z -+

1
tkeQAAtdt — ( i 1)k+lk!(QAA) i(k+1)
0

3.2 Chaine Z des états d’entrée en A

Si A est un sous ensemble propre de E, A & ;, il dé..nit la partition
E = A[B avec B = A®. La suite Z, des états d’entrée successifs dans A
forme une chaine de Markov dont la transition s’obtient par marginalisation
en t et s de la loi des temps de séjours successifs en A puis en B, fag(t;s).
Plus précisement, notons, pour i;j 2 A,

ffasij () = [€94*°Qase?®5'Qpaljj
cette probabilité pour une entrée en A par j, sachant X, = i. Soit P la
matrice de transition de Za;
Z41Z 49

I:)A = fAB (t; S)dtdS
0 0



Puisque X est irréductible, on a, d’aprés la proposition 2 et le lemme précé-
dent

Proposition 4 La matrice de transition des états d’entrée en A est
Pa = QiAQaeQLiE QA

Démonstration : Si X, =i 2 A, la densité jointe des deux premiers temps
de séjours (Ta; Tg) en (s;t) est, si la deuxieme entrée en A se fait en j,

[eQAASQAB eQBBtQBA]i;j

Le résultat annoncé s’obtient alors a partir du lemme précédent par margi-
nalisation en s et t.

Les éléments récurrents pour la chaine Z, sont ceux atteignables en un
pas depuis B, dé..nissant la “porte d’entrée en A”, R(A) =fj 2 Aj9i2 A
t.g. Qij > Og

Loi invariante de Pa. Puisque E est..ni et Q irréductible, X est ergodique
(cf.[?], prop. 8.29). Ceci n’entraine pas automatiquement que la chaine Za
le soit. Par exemple, pour A = f1; 2g; B = £3; 4;5g, pour ce classement, et @
notant un coé¢cient non nul,

o)

1
a 0 o 0 o
A |
0 o 00 01
Q=B0 o o 0 o{; Pa= 10
a 0 0 a0
0 oo Q o

Q est irréductible, donc ergodique, mais P, est 2 j périodique, donc non er-
godique.

Supposons que P4 soit ergodique, et notons © = (°4; ©g) la loi invariante
de (X;Q). En régime stationnaire, et sachant X, 2 B, la loi de X, est
Yig = °g=Cglg. La loi stationnaire de P, qui est la loi d’entrée en A est (cf
[?], lemme 9.16) :
1/4P — 0B(DBA
8 0B(DBA:LA

Autres chaines.

On peut dé..nir d’autres chaines : par exemple, si E = A[ B [ C est une
partition en trois agrégats, on peut étudier la chaine des états d’entrée en A,
sans s’autoriser a passer par C, de transition

cPa(i;J) =P ( retour en A par j sans jamais passer par C j Xo =1)



La propriété de Markov forte appliquée a To donne :

=<
cPa()) = Pi(Xy, = K)P(Xrg = 1)

k2B

On en déduit, utilisant la chaine Zp des états d’entrée dans les agrégats :

cPa = QAAQasQLEQra

4 Moments et corrélations des temps d’en-
trée

4.1 Moments du temps de séjour Ta

Si X, 2 A avec la loi %a, la densité de Ta est () = j%ae*AtQanla.
On obtient donc par application directe du lemme 3,

8 )
= E(Ta) = i%aQAsla
- E(TR) =¥%a(i )"k'Q
- Var(TA) %AQ (2' i 1A%A)QAA1A
4.2 l-ieme retour en A et corrélation

Si B = A® la densité des temps de séjours successifs en A;B; A est
faga(S;tiu) = j%ae®r2Qape?eetQpae?rA'Qaala. ON en déduit que la
loi jointe des deux premiers temps de séjours en A est

fro. AWM (s;u) = %AGQAASQ anPaeRrAl Qanla
Une extension immediate donne, pour le l-iéme temps de sejour en A;1 _ 1
fro. A(l)(S u) = 1/4AeQAASQ p! eQAAUQAAlA

Si Pa est ergodique, et Y%a = Y%p,, Tao et Tam ont méme espérance et leur
covariance vaut

cova(l) = %aQAAIPA i 1a%alQAA

Soit M = inffrang(Qag);rang(Qea)g. Pa €étant ergodique, P} '!1 1p%n,

et ceci avec une vitesse exponentielle. Si P, est diagonalisable, de valeurs
propres autres que 1, (_1);

Ml
PL i 1a%a = M, 5 avecj lji<li=1LM g1

1 51

i=1



La covariance est un mélange d’au plus (M j 1) exponentielles. Sans hy-
pothése de diagonalisation sur P, la décomposition de Jordan donne, pour
K M j 1etdes polynomes P; :

| X A X
Pa i 1a%a = @7 _iPi(l); avec oP; =M K ijl

I 51

i=1 i=1

5 Problémes d’identi..abilité paramétrique

Soit X le processus agrégé associé a la partition E = A; [ A, [¢¢¢ [ An.
Notons Ne = Npa,. X est & état dans | = f1;2;¢¢¢; Ng, caractérisé par :

X =@ , FX; 2 Agg

Supposons que la loi X = (X)¢_o (caractérisée par Q en situation station-
naire) dépende d’un parametre 4 2 RY% avec g n(n j 1). Si Xg » Yg,, Si
(Sn)n_1 est la suite des instants de saut de S la loi ® de XX est dé..nie par
ses lois ..nies dimensionnelles de densités fe, ., uo, : :

Preo(S1 i, =018, i S1 s, = @006, =@,:Sr1 i S 1)
Zto tr

= . ¢ee . Too:@, 0@, (Uo; U; 6¢C; up)dug ¢ e duy

Taoiou 0, (to; 1660 1) = Yag, €200 Qeye, £¢¢ Qe, ,10,6°" " (i Qo,0, Le,)

Supposons que cette loi dépende d’un paramétre = 2 RK, la loi de X
dépendant d’un paramétre p 2 R (Q = Q(u) et = = = (1)) et que seul X est
observé.

La question préliminaire a toute étude statistique est la suivante :

“Quelle information Y apporte t-elle sur le processus X ?”

Ou encore : qu’est-ce que Y nous apprend sur le processus latent X ?
(1) Information sur la taille ng des agrégats Ag;® = 1; N ?
(2) Quelle majoration peut-on donner de la dimension k du modele agrégé ?
@) " = "(u) permet-elle I'identi..cation de u? Si non, quels parameétres
de p sont identi..ables?
Nous éxaminerons ces questions sous I’hypothese simpli..catrice suivante :

(D) : Chacunes des matrices Qge est diagonalisable

On notera ((i.;V:®);i = 1;ne) les valeurs/vecteurs propres de Qg et on
omettra I'incice ® quand il n’y aura pas d’ambiguité.
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5.1 Minoration de la taille ng d’un agrégat
5.1.1 A partir de la densité fg du temps de séjour en Ag

La décomposition spectrale de Qge est, notant P® la projection sur V;,
parralléelement a ©je(V;)

B
Qe =i .7P°
i=1

Il est alors aisé d’établir que

eQeet — Xeh?‘Pi@
i=1
Supposons alors que X, 2 Ag avec une loi %g ..xée. Cette décomposition de
eQe®et conduit a la formule suivante pour la densité de probabilité fg(t) de
To = Tag:

Proposition 5 Posons : a® = %P ge, avec 4o = j Qeele. AlOrs :

fuy =" afer-t
i=1
Minoration de ng. t ¥ fg(t) étant un mélange de ng-exponentielles, fq
est solution d’une équation dicérentielle linéaire et a coe®cients constants
d’ordre ng. Soit p un entier positif, t(p) = ft;;1 = 1;pg; p réels non négatifs
distincts et )
W(f®; t(p)) = det(f(éj il)(ti))i;j=l;p

Si p < ng, il existera un t(p) t.q. W (fe; t(p)) & 0, alors que pour tout p _ ne,
W (fe; t(p)) = 0. On en déduit donc une méthode de minoration de ng : Si
pour un p, on trouve un t(p) t.q. W (fe; t(p)) & 0, alors ng _ p. Remarquons
que si p < ng, et si on choisit t(p) au hasard (pour une mesure absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue), alors W (fg; t(p)) & 0 p:s:.
Cette méthode permet donc d’identi..er ng p:s:.

5.1.2 Evaluation de ng a partir des covariances | ¥ cg(l)

Si Pa, est diagonalisable, I ¥ cg(l), fonction connue, est un mélange
d’au plus Mg = inffng; n j neg exponentielles. On en déduit donc une autre
procédure d’évaluation de ng.



5.2 Majoration de la dimension paramétrique k de la
chaine cachée

5.2.1 Les densités bidimensionnelles fs- engendrent la loi de X

Utilisant les décompositions spectrales de exp Qee et de exp Q—, il est
facile de voir que la densité des temps de séjours succésifs en Ag, puis en A-,
® 6 |, est

X ®; ® - ®; ® B
fo—(s;1) = a;; expif,is+.,;tg, avec a;; = Y%eP; Qe P; 0~
i=1j=1
Plus généralement, la loi jointe B admet pour densités ..nie dimensionnelles,
pour ® & ®y+1, K=0;r j 1:
P g X
fooomer (tyts 600 t) =~ t60 afyiexp if | P<tg
®p=1 ®r=1 k=0

®pltt®r — ® ®r
avec aio%wir - ]/4®OPiOOQ®O®l ¢¢¢(3®ri1®r|:)ir q®r'

Proposition 6 Supposons que X, 2 Ag, avec la probabilité %ge,, et que pour
tout F(®;i);i = 1;ne;® = 1;Ng, a® & 0. Alors, les lois fe,e,uwe, I . 3,
s’obtiennent toutes a partir des densités bidimensionnelles fg-.

=

Démonstration : Elle repose sur le résultat suivant

Lemma 7 Soit B = fVy;V,;t¢¢;V,g une base de R", P la projection sur
V, parrallelement a ©;.ig1(Vi). Soit p et q deux vecteurs arbitraires de R".
Alors :
Pq'pP = (‘pPo)P
Démonstration du lemme : Il su€¢t d’expliciter P dans la base B et de
constater I’égalités des deux menbres de I’égalité.
Notant alors que P> qg, Y%e, Pi* = Pt (%6, P2 0e, ), ON @
eote, _ raoPi’ Qayer (P Fie, 1[0, Pir 0)Qaye, £ P o, ]
aio¢¢¢ir - Y, P®1
@1, q®1

c’est a dire D081 £ @utuD,
®ott®r — “igiz 10001,
Qjoeetiy — ®
ail

Le résultat annoncé s’obtient par récurrence sur r.
Comme la densité fg(s) s’obtient par marginalisation de fg—(s;t) en t et

Z .4
fo(s) = fe(s; t)dt
—g@ 0



la loi de Y est complétement caractérisée par les densités bidimensionnelles
fe— et la loi initiale de Xo.

5.2.2 Une majoration de la dimension paramétrique de X

Si X est en régime stationnaire (de loi invariante %), X I'est également,
de loi stationnaire

>
by =P =@®)=P(X 2Ag) =  %; ®=1;N
i2Ae
Le lemme suivant montre que les densités bidimensionnelles fg— caractérisent
cette loi stationnaire % : en quelque sorte, si X est en régime stationnaire, les
densités bidimensionnelles sont caractéristiques de Y. C’est la propriété que
nous utiliserons pour I’évalation de la dimension de €.

Lemma 8 La loi % est caractérisée par les densités fg-.

Démonstration : Soit Zp la chaine des états d’entrée dans les agrégats de P,
Pp sa transition. Sans condition sur Pp, il éxiste une loi %, déterminée de
fagon unique par la condition % = Y%Pp, limite de Cesaro des itérées de Pp
(cf[?])

e £% = lim — * PX

E K11 K, P
k=0

Notons F (80; ®;¢66;8,) = 5.1 r Faguny (to; tr; 68 t)dtodty ¢t d, la pro-
babilité de passages succésifs en ®;;¢¢t®,, si Xo 2 ® suivant une 10i °g,.
Utilisant la forme analytique de la densité fg,e,we,, ON Obtient

F(®0; ®1;¢6¢;®,) = %[ § Qooeol " Qeoey ¢¢¢[T Qo ;16,11 Qe ;10r Loy

Comparant avec I’expression de la transition Pp, on obtient, pour la loi du
r'#me état d’entrée :

< X< X ) o
oo (®r J ©ao) = F(®;®,;00¢;®) = a0 (PR (13 ])

®71;006,®r 51 i2Aq, j 2@r
On obtient donc pour la somme de Césaro des %, (®y j °g,) :
HO) = lim = (O %)= o O
Kel K, i2As, j 20r

Il suct alors de constater que cette limite ne dépend, comme F, que des lois
bidimensionnelles (fo~)os—
Notons, pour ® & , rg~ = rang(Qe-); ona rg- inffng; n-g.
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Proposition 9 On suppose que le processus X est en régime stationnaire,
que (D) est véri..ée ainsi que I’hypothese de non nullité des af. Alors, on a
la majoration suivante de la dimension paramétrique de la chaine agrégée X

] XX
k =dimX re~(Ne +N- j re)
(®;7):®6

Démonstration : Puique les lois fo- caractérisent X, il faut compter les pa-
rametres de ces lois, et retrancher le nombre de contraintes libres existant
entre ces densité

2llyan= 4 n%parametres exponentiels _?

22llyaauplus @ yes re(Ne+N-j re ) parametres a
En ecet, Qg etant de rang re— s’écrit, pour des vecteurs u;, 2 R“® \ 2 R,

I=1rg : Qe = , 1re- Ui 'vi. Revenant a la forme analytique des a,J :

)24 _
ay = (%ePPu)(ViPj o)

1=1

on obtient que pour la matrice A ng £ n—, A = (a?i ) = CD ou C est une
matrice ng£re— et D est re—£n-. On a donc rang(A®_) re—. L’évaluation
annoncée résulte alors du fait g’une matrice n £ m de rang r dépend d’au
plus r(n +m j r) parametres.

Examinons male;enankles contraintes existant entre les dinérentes fg—.

! Pour tout ®, ~se [:ap Fo(S;t)dsdt =1 : cela fait N contraintes.

: i Contraintes entre les fe et les f—. Puique I'on est en régime station-
naire, il y a deux fagcon d’obtenir fg : I'une par marginalisation depuis le
futur, I’autre depuis le passé,

< £+ > Z 4
fo(s) = fe(s;t)dt et fg(s) = Yo T-o(t; s)dt
@ 0 e O

Comme fg est un mélange de ng exponentielles indépendantes, cela conduit
pour chaque ® a (ne j 1) contraintes, étant donnée qu’il y a une contrainte de
densité "t fe(s)ds = 1, |Eg:dondante avec celles déja comptabilisée antérieu-
rement. On obtient alors  ¢(Ne i 1) = (n j N) contraintes supplémentaires.

Le bilan est donc le suivant : il y a au plus

X
n+ ree(Ne+n-ire) i Ni(niN)
(®;7):®6

parametres, ce qui est le résultat annoncé.
Condition nécessaire d’identi..abilité :
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Une condition nécéssaire pour_que I'observation de X rende (X;Q) identi-
..able est donc que dimQ @ )es Fe~(Ne + N j Ie~). Puisque re-
inffng; n-g, re=(Ne + N— j re~) Nen-. On a donc la majoration plus gros-
siere :
dim(®) 2 > Nen-

1 ®< N
et la condition nécessaire moins stricte : dimQ 2 Pl @<~ n Nen—. Laquan-
tité majorante s’interpréte facilement : c’est le nombre de termes de la matrice
Q de taille n£n a laquelle on a enlevé les blocs diagonaux Qee, ® = 1; N. Si
chaque agrégat est a un seul point, c’est le nombre de termes hors diagonale
de Q, soit encore dim X si il n’y a pas de contrainte sur Q.

6 Quelques exemples

6.1 Modele de canaux ioniques

Si par exemple il y a deux agrégats E = Ag [ A1 (C’est le cas des modeles
de canaux ioniques, cf [?], [?]), I'observation du processus agrégé permet
d’estimer au plus 2ngn; parameétres. A I'autre extréme, si chaque agrégat est
réduit & un élément (N = n), X ~ X et on retrouve que k = dimQ
n(n j 1).

6.2 Processus markovien de sauts a régime caché.

Soit X un processus markovien de saut a r-états, E = f1;2;¢¢¢;rg, de
générateur Q* = (g;j). Soit le processus markovien de saut, conditionnel a
X, (Y jX), ak-états F = f1;2;¢¢¢; kg, de transitions dé..nies par :

P(Ye=mj (Xu=Xu)o uet; Xe =J;Yo = 1) =al, £t+0(t)

Il est facile de véri..er que (X;Y) est un processus de saut markovien a rk
états E £ F; de générateur QXY

gsn&j gy (1) G D) = a5
Sil & m:axy ((i;1); (i;m)) = aj,
2 SIi6jetl&Em: (i dm) =0

) Ox v ((I’ I)’ (I’ I)) =i IR qij T mmel aIim

La dimension paramétrique de X est r(r j 1); celle de (Y j X) est rk(k j 1);
en..n, celle de (X;Y) estr[(r j 1) + k(k § 1)].
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Observer seulement Y (on parle de processus de Markov caché), équivaut
a observer, pour le processus (X;Y ); I'appartenance a I’un des agrégats A, de
E£F:
A =T1(i;1);i2Eg=E £flg; | =1k

La dimension paramétrique du processus caché est au plus r?k(k j 1). Puisque
dim(Qxy) < r2k(k i 1), le modele (X;Y) est peut étre identi..able a partir
de la seule observation Y .

Condition su¢sante d’identi..abilité : Il n’y a pas de condition su¢sante
générale assurant que I’observation de X rend X identi..able : I'identi...abilité
de X & partir de X s’examinera au cas par cas.

6.3 Sous-systemes en interaction
6.3.1 Description et réduction de I’espace

Considérons deux processus markoviens de sauts (p.m.s.), X! = (X}t _
0) et X% = (X3t _ 0) indépendants. Alors le processus X = ((X{; X2);t
0) est un p.m.s.. Supposons que ces deux processus soient a valeurs respec-
tivement dans E; = f1;¢¢¢;r;g et E; = f1;¢¢¢r,g et aient pour matrices
génératrices respectives Q; et Q,, alors la matrice génératrice Q de X est
donnée, pour (iy;i2) & (j1;]j2), par ([?], proposition 9.1) :

2 Quisiy) sii;=js;
Q((iliiz)i(jlijz))— Qz('z,Jz) Siig = Ja; .

sinon:

Si r, = 2, c’est-a-dire E, = f1; 29, la matrice Q, s’écrit :
A !
i® ®
Q2 = I_ _—
1
Supposons que les éléments de E; £ E; soient rangés dans I’ordre suivant :
(1;1); (2;1); ¢e¢; (ras1);:::(1;2); (252); 6085 (re;2)

et posons : A '
0 — Ql ® Il'l
Q N Il'l Ql
Alors la matrice Q s’obtient en modi..ant les termes diagonaux de Q" pour
que la somme des lignes soit égale a 0.
Supposons maintenant que X! = (X}t _ 0);:::; XN = (XNt _ 0) sont
N p.m.s. indépendants qui représentent les evolutlons au cours du temps
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de N sous-systemes, alors X = (X};¢6¢;XN) est un p.m.s.. Si chacun des
processus XK est a valeurs dans f1; 2g, la matrice génératrice Q de X s’obtient
par induction, a partir de la construction ci-dessus (cette construction se
généralise d’ailleurs sans di¢culté au cas ou r, > 2, voir par exemple [?], p.
285). Cela permet, a partir d’un logiciel tel que matlab, de construire Q de
maniére automatique.

Si tous les processus X* ont méme matrice génératrice, on peut agréger
I’espace d’états E = f1;¢¢¢;rgN, en regroupant les points de E qui ne dif-
ferent que par I'ordre de leurs composantes. L’espace ainsi réduit est noté
E. Notons que dans la situation présente, le processus agrégé X, a valeurs
dans E, reste markovien : en exet, la condition d’agrégation forte (voir par
exemple [?], chapitre 8, 87) est satisfaite.

Autorisons maintenant les interactions entre processus. Les X* ne sont
plus nécessairement indépendants : le taux de transition du processus XK
entre un état i, et un état j, (1 i Jx r) peut dépendre des états
des autres processus XJ. Si on suppose que les dicérents sous-systémes se
comportent de maniere identique, c’est-a-dire que la transition de I'état
(i1, 000, Iy Tk Tke1; 6605 IN) 2 E vers I'état (ig;6¢0; ik 1; Ji; Tk+1;6¢C;0n), Ne
dépend pas de k et de I'ordre dans lequel sont les i;, alors on peut, comme
précédemment, agréger les N-uples qui ne dicérent que par I'ordre de leurs
composantes et le processus agrégé X, construit sur I’espace réduit E reste
markovien.

Condition nécessaire d’identi..abilité. Examinons la condition d’identi..a-
bilité de la proposition 9. Sans contraintes sur le comportement des sous
systémes, la dimension de X est NrN(r j 1). Cette dimension diminue si les
sous systémes se comportent identiquement, passant en..n a r(r j 1) pour des
systémes indépendants si il N’y a pas de contraintes sur la transition initiale.
Spéci..ons le cas N = 2. L’espace réduit & est a “C-2 éléments

E=F@00i=Lrf@))0Ng 1 i<j rg

Si ® et sont réduits a un point, Qe = 0. Si ® = (ij;i) et =
T(k;J);(J;K)g, J & k, Qo est de rang 1 si k = 1, 0 sinon. En..n, si ® et
~ sont I'une et I'autre a deux éléments, Qg~ = 0 sauf pour ® = f(i;j); (j; g
et = f(i;k);(k;i)g;k & i, auquel cas Qg est de rang 2. On Véri..e facile-
ment que dim X 4r(r § 1) +4r(r j 1)(r i 2). La réduction de E & E laisse
possible I'identi..abilité de X.

6.3.2 Processus de superposition

Nous considérons désormais N sous-systemes identiques (au sens de ci-
dessus) éventuellement en interaction. Supposons que (A; B) est une partition
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de f1;¢¢¢; rg. A chaque élément de la partition est associé un niveau (qui par
exemple décrit la performance du sous-sytéme lorsque son état appartient a
I’élément de la partition considéré). Le niveau du systéme global est, par
dé..nition, égal a la somme des niveaux des sous-systémes. Pour ..xer les
idées, le niveau correspondant a A sera pris égal a 1 et celui correspondant
a B sera 0. Le niveau du systéeme appartient donc a f0; 1;¢¢¢; Ng.

Notons Dy, le sous-ensemble de I’espace dont les éléments correspondent a
un méme niveau m pour le systéme. Alors (Dg; Dy;¢¢¢; D) est une partition
de E a laquelle on peut appliquer les résultats précédemment décrits :

— soit en travaillant avec toute la partition, la matrice Q se décompose

alors en : o 1
Qoo Qo1 6t Qo

QZE Qo Qux ¢ Qu

Qno Qna €6 Qnin
la matrice bloc Q;; etant nulle si ji § jj > 1, car en une transition,

seul un des sous sytémes évolue, le niveau général, s’il est modi..€, I'est
donc de +1 ou de j1.

— soit en considérant la partition formée d’'un ensemble Dy, et de son
complémentaire. Dans ce cas, par exemple, si ©,, est la restriction a
D, de la loi stationnaire du processus X, alors la mesure %,,, dé..nie
par

Yo = ©1Q10;  ¥in = °Ni1ONGLN;

1/4m:0milQmil;m"'0m+1Qm+l;m m:1;2;¢¢¢;N i 1;

est stationnaire pour la chaine des états successifs d’entrée dans Dy,
lorsque celle-ci est apériodique.

— soit en s’intéressant a deux niveaux m et n (m 6=n) et en prenant la
partition (Dm; Dn; (Dm [ Dn)®).

Véri..ons que la condition d’identi..abilité de la proposition 9 est bien sa-
tisfaite dans le cas N = 2 et de la partition en trois parties. Notons a, b les
cardinaux de A et B. Seuls le bloc Qgz2.ac5[B£A €t S€S trois analogues inter-
viennent dans la majoration de dim Y. Il est facile de voir que le majorant
de cette dimension est 4ah(a?+h?), valeur toujours supérieure a la dimension
de X (qui vaut 2(a+b)?(a+b j 1)). Le processus aprés superposition laisse
possible I'identi..cation du processus initial X.

On peut aussi regarder, par exemple, le temps de séjour dans I’ensemble
Dm, lorsque I’'entrée dans cet ensemble correspond & une transition d’un sous
syteme vers la classe A et que la sortie de cet ensemble correspond a une
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transition d’un sous-syteme vers la classe B (cf Yeo et al. [?]). Sa densité en
régime stationnaire est :

0m 1Qm 1m Q
i il :mt .
g=mm Qm;millmil-

o
milQmil;mlm

Remarquons en...n que si le systeme est constitué de deux sous-systémes et
gu’on s’intéresse a I’'un deux, qui est observable, alors que I'autre ne I’est pas,
on doit alors travailler sur I'espace complet E (et non sur I’espace réduit E).
Si le systéme est constitué de N > 2 sous-systémes identiques en interaction,
dont uniguement I’'un est observable, on peut réduire I’espace correspondant
aux N j 1 sous-systemes non observables et travailler ainsi sur un espace
dont la taille est intermédiaire entre celle de E et celle de E.

7 Agregation : le cas de Chaines de Markov

Nous allons examiner les questions étudiées précedemment dans le cas
ou le processus X est a temps discret : X = fX;;| 2 Ng est une chaine
de Markov homogéne sur un espace d’état ..ni E, de transition P, P une
partition de E et X est le processus a temps discret associé a (X;P). On
supposera X irréductible.

7.1 Chaine absorbante

Soit E = A [ B une partition de E en deux sous ensembles, et la décom-
position de la transition associée,
A |
P = Paan Pas
I:)BA I:)BB

On a le résultat suivant :
Proposition 10 (1) Si la classe A est transitoire (par exemple si P est
irréductible), alors (1 j Paa)i?! existe, est a termes _ 0, valant

>
(1'i Pan)it=" PAA
k.0

P

(2) Moments factoriels : pour tout entier p _ 1,

> )
k(k § 1)6ce(k i p+1)Pxa =pPRA(I T Pan)t®*V
k.0

P
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Démonstration : Soit X® la chaine de Markov absorbante de transition
A 1
o __ I:)AA I:)AB
Pe= 0 g

A est la classe transiente de X*, et B sa classe absorbante. Supposons que
X5 =12 A, et notons : m; le nombre minimun de pas pour atteindre B
depuis i (m; < 1), p; la probabilité d’étre encore dans A aprés m; pas
(pi < 1), p=maxfp;;i 2Ag (p <1)etm=maxfm;;i2 Ag(m< 1).

Pour tout i;lj,2 A; PG ) p[%]; ce qui garantit la convergence nor-
male de lasérie o PXa. Il suctalors de véri.er que (I i Paa)(" k_oPAa) =
l.

De méme, la série (2) converge et I'égalité £ f1 j Pgit =p!(l j P)i¢*D
conduit au résultat.

7.2 Temps de séjours successifs

Soit A un sous ensemble de E ; si Xy 2 A, le temps de séjour en A est
Ta =inffk 2 N° t.q. X¢ 2 Ag

Notons que l'instant t = 0 est compté dans ce temps. Pour une partition

P de E, et si Xg 2 Ag,, 0n notera (Tg,; Te,;t¢¢; Te,) les (r + 1) premiers

temps de séjours successifs dans les agrégats ®;®4;¢¢¢;®,, ® & ®1 pour

I =0;r i 1. Si Xy 2 Ag,, et ceci avec la densité Yig, = (%(i);i 2 Ag,), ON

notera foye,ue, (Ko; Ki;¢¢¢; k) la densité sur (N°)™* de ces (r + 1) temps.

Pour r =0, on notera Ag, = A, Te, = Ta, %a, = %a. Notons :

Toomuma, (Kos Ki; 066 Kr) = Puyg (Toy = Kag; Xko 2 Aag; Tey = Ki; Xigrk;, 2 Agy;
000, Tor,, = Kriz Xigrtterke ;1 2 Aeps Ter = Kr)

On a le résultat suivant :

Proposition 11 Loi des temps de séjours.
(1) Supposons que E=A[B,k2N",i2Aetj2B.Ona:

P(Ta =k; etentrée en B par j j Xo = i) = [PAL'Paslij

En particulier, P (Ta = k) = %aPKi'Pag1s (la loi de T est un mélange de
Ne exponentielles) et le vecteur des probabilités d’entrée en B est

[P (entrée en B par j)]jze = %a(l i Paa) 'Pas
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(2) Si Xo 2 Ag, avec la loi Y,
Tagoyue, (Koj ki; 8641 kr) = YeaoPeid, Poney 144 P10, Ped, (I 1 Pavo,)Ls,

(3) Si E = A [ B, la chaine de Markov des états d’entrée dans A admet
pour matrice de transition

Pa=(i PAA)ilPAB(I i PBB)ilPBA

(4) Si E = A[ B, la loi jointe du premier et du (I + 1)'*™¢ temps de
séjour en A est

from (M n) =YiaPad (1 i PAA)P,IAPAnAi\l(I i Pan)la

Démonstration :
(1) résulte de I'eégalité

>
P(X| 2 A pour I=1;kjlet Xy :j j Xo = I) = Pii, Pisi, ¢¢¢Piki2ikilp
iI12A;1=1kj1

ikil;j

Les probabilités d’entrée en B s’obtiennent en notant que P,(,l PXIL=(I j
PAA) il.
(2) s’obtient directement par récurrence en remarquant que, pour Tg, =
F_g, la probabilité d’entrée en Ag, est 1/4®0P<!§8<501P®o®1, et que d’autre part,
-G P—®l® = (l i P——)l—.
(3) Soit (Ta; Tg) les deux premiers temps de séjour. Onapourietj 2 A:

P(Ta =k;Tg =1; 2" entrée en A par j j X = i) = [PRAPasPEPaalij

Le résultat annoncé s’obtient par marginalisation en k et en I.

(4) s’obtient en utilisant (2) pour les temps de séjours successifs en A et
B, et en marginalisant par rapport aux temps de séjours en B et au temps
de séjour dans A autres que le premier et le dernier.

Remarques.

(1) Notons A’ = R(A) = fj 2 Aj9i & A t.g. P;j & 0g I'ensemble
des états récurrents de Pz A" = ARA' les états transients. Supposons que
P a0

Nao => 0 et Nan >0, Py = P 0
A

. [?] établissent la formule :

Par = Fl i Paas i Pacan(l i Pasan) FPanacg 1 FPaip +Pacan(l i Pasar) 1g(1 j Pee) ' Pea

La ou P, demandait une inversion na £ na, Pao s’obtient a partir de deux
inversions de tailles réduites, I'une na £ N et 'autre N £ N o. D’autre
part, I'ergodicité de P, est assurée par I'ergodicité de Pao.

18



(2) La chaine des états d’entrés dans les agrégats de la partition P admet
pour transition,

Pour ® &_, i2® etj 2_, Pp(l,j) = [(l i p)i1p®_]i;j

les blocs ® £ ® étant nuls.
(3) Supposons que X, 2 A; et notons T+ le (I +1) j igme temps de
séjouren A.On a:

P(To=m;Ti+1 = N) = %P1 § Paa)PAPRAY( § Pan)la

Supposons que Y%iaPa = Yia. Alors, To et T+, ont méme loi et leur covariance
vaut

Cov(To; Ti+a) = %a(l i Paa) ' [PA i 1a¥%al(l i Paa)itla

Si P est ergodique, la covariance est un mélange de M exponentielles, ou
M = inffrang(Pag),rang(Pea)g. De méme, I'espérance, la variance et les
dinérents moments de Ta s’obtiennent directement a partir des moments
factoriels d’ordre p de la suite des (PXa)«.

7.3 Dimension paramétrique de la chaine agrégée

L’ensemble des résultats établis pour le processus de Markov agrégé se
transpose directement & la chaine agrégée X, que ce soit pour I'identi..cation
des ng, ou pour la dimension du modéle agrégé. .

Dans une marginalisation temporelle, ;™ est remplacée par k.0 Qa~
par Pg-, les fonctions de base ei-it par ()" (et réel(.¥) > 0 parj ,? j<
1), eR®®t par PJ,. Les dé..nitions des coeCcients a se correspondent alors,
et sous I'hypothése (D) de diagonalisation des dinérents Pgg, ainsi que la
non nullité des f(af);.eg, on montre que les lois bidimensionnelles f(fo-)e: g
caractérisent la loi agrégée. En particulier, en régime stationnaire pour X,
la loi marginale de X est caractérisée par les f(fe)e—0; et la dimension du
modele agrégé est

=< .
dim¥X =" reg-(ng +n- j re-) si re— = rang(Pe-)
®6
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